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 حساب نهاية دالة مركبة: .1

 
بـ:  دالتين معرفتين على  gو fلتكن  :مثال  2f x x و  2 3g x x  احسب نهاية الدالة .h 

hبـ:  المعرفة على  f g  عند. 

 الحل:

❖       
2

2 3h x f g x x   . 

❖      2 3 3
x x x
lim g x lim x lim x
  

       )1(  

❖   2

X X
lim f X lim X
 

     )2( . 

 ( نستنتج أن2( و)1من ) 
x
lim h x


 . 

 يؤول إلى قيمة ممنوعة: xحساب نهاية دالة عندما  .2

 

xدالة ناطقة مقامها ينعدم من أجل  fلتكن  a لحساب . 
x a
lim f x


 يجب أن: 

 نحدد نهاية البسط. ❖

 نحدد إشارة المقام.  ❖

 بقيم موجبة: 0إذا كان المقام يؤول إلى  ❖

أو إلى عدد موجب تماما فإن  كان البسط يؤول إلى و • 
x a
lim f x


 . 

أو إلى عدد سالب تماما فإن  وكان البسط يؤول إلى  • 
x a
lim f x


 . 

 تعيين، ويجب استعمال طريقة لنزع ح ع ت.، فإننا نكون أمام حالة عدم 0إذا كان البسط يؤول إلى  •

 :بقيم سالبة 0 إلىكان المقام يؤول  إذا ❖

أو إلى عدد موجب تماما فإن  وكان البسط يؤول إلى  • 
x a
lim f x


 . 

أو إلى عدد سالب تماما فإن  وكان البسط يؤول إلى  • 
x a
lim f x


 . 

 ، فإننا نكون أمام حالة عدم تعيين، ويجب استعمال طريقة لنزع ح ع ت.0إذا كان البسط يؤول إلى  •

  طرق عملية لحل تمارين النهاياتطرق عملية لحل تمارين النهايات

hالمعرفة بـ:  hلحساب نهاية الدالة  f g  عندa  حيث(a  ،يمثل عدد حقيقي  أو:يجب ) 

، ولتكن aعند  gنحسب نهاية الدالة  ❖ 
x a
lim g x b


. 

نضع  ❖ X g x ونعوض ، g x  بـX  في عبارة h x :فيصبح لدينا ،   h x f X . 

، أي نحسب bيؤول إلى  Xعندما  fنحسب نهاية الدالة  ❖ 
X b
lim f X


ولتكن   
X b
lim f X c


. 

نه نستنتج أن: وم ❖ 
x a
lim h x c


. 
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 :مثال

المعرفة على  fلتكن الدالة  1\  :بـ 
2 2

1

x
f x

x





. أحسب  

1x

lim f x


. 

 :الحل

❖ 2

1
2 3

x
lim x


  . 

❖  
1

1 1 0 1 0
x

x x lim x 



       . 

ومنه فإن  
1x

lim f x


 . 

 :اأفقي امقارب اإثبات أن منحنى دالة يقبل مستقيم .3

 

 :مثال

على المعرفة  fلتكن الدالة  4;  :بـ 
2 3

4

x
f x

x





هل يقبل .  fC  منحنى الدالةf  مستقيما مقاربا

 .أفقيا عند 

 :الحل

2لدينا  3
x
lim x


  و ، 4
x
lim x


  .  إذن لدينا ح ع ت



ولإزالتها نحلل البسط والمقام،  

 فنتحصل على:

 

3 32 2
2 3

444
11

x
x x xf x

x
x

xx

 
      

    
 

 

ونعلم أن:  
3

2 2
x
lim

x

 
  

 
و  

4
1 1

x
lim

x

 
  

 
، ومنه 

فإن   2
x
lim f x


. 

2yي معادلته المستقيم الذ أننستنتج    لـمستقيم مقارب أفقي 

 fC  عند يؤكد صحة النتائج المتحصل  المقابل. والشكل

 عليها.

لإثبات أن  fC  منحنى الدالةf  يقبل مستقيما مقاربا أفقيا عند أن: يجب 

نحسب  ❖ 
x
lim f x


. 

إذا كانت  ❖ 
x
lim f x a


 فإن المستقيم الذي معادلته ،y a  مستقيم مقارب أفقي لـ fC  عند. 

إذا كانت  ❖ 
x
lim f x


  فإن ، fC  لا يقبل مستقيما مقاربا أفقيا عند. 
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 إثبات أن منحنى دالة يقبل مستقيما مقاربا عموديا: .4

 

 :مثال

المعرفة على  fلدالة لتكن ا 2 3\ ;  :بـ 
  

2 3 4

2 3

x x
f x

x x

 


 
. أوجد المستقيمات المقاربة الممكنة لـ  

 fC  منحنى الدالةf. 

 :الحل

 على شكل اتحاد مجموعات: fنكتب مجموعة تعريف الدالة  ❖

     2 2 3 3fD ; ; ;      

 :لدينا . ومنه2  ;  3الحدود الحقيقية المفتوحة هي: 

❖ 
2

2 0
x

lim x 



  ، و
2

2

3 4 2

3 5x

x x
lim

x

  
  

 
 . إذن:  

2x

lim f x


  . 

❖ 
2

2 0
x

lim x 



 و ،
2

2

3 4 2

3 5x

x x
lim

x

  
  

 
. إذن:   

2x

lim f x


  . 

❖ 
3

3 0
x

lim x 



 و  ،
2

3

3 4 22

2 5x

x x
lim

x

  
 

 
. إذن:   

3x

lim f x


  . 

❖ 
3

3 0
x

lim x 



 و  ،
2

3

3 4 22

2 5x

x x
lim

x

  
 

 
. إذن:   

3x

lim f x


  . 

 

إذا كان  fC  منحنى الدالةf  يقبل مستقيما مقاربا عموديا فسيكون حتما عند العدد الحقيقيa يمثل  الذي

 .f، أي أنه يمثل قيمة ممنوعة للدالة fحدا حقيقيا مفتوحا من حدود مجموعة تعريف الدالة 

 عند حدود مجموعة تعريفها. fنحسب نهاية الدالة ولإثبات ذلك يجب أن  

 ، نحسبaغير معرفة على يسار  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


، 

 ، نحسبaغير معرفة على يمين  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


، 

 ، نحسبaمعرفة على يسار وعلى يمين  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


و  
x a

lim f x


. 

xيمكن استنتاج أن المستقيم الذي معادلته  a  مستقيم مقارب عمودي لـ fC  لات التالية:حا 3في 

، وaغير معرفة على يسار  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


 ، 

، وaغير معرفة على يمين  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


 ، 

، وaمعرفة على يسار وعلى يمين  fإذا كانت الدالة  ❖ 
x a

lim f x


  و 
x a

lim f x


   دون(

 أن يكونا متساويتين(.
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ولدينا  2معرفة على يسار وعلى يمين  fالدالة 

 
2x

lim f x


  و 
2x

lim f x


  كما أنها معرفة ،

ولدينا  3على يسار وعلى يمين  
3x

lim f x


  

و 
3x

lim f x


  ومنه يمكننا أن نستنتج أن المستقيمين ،

2xمعادلتهما على التوالي  يناللذ   3وx   هما مستقيمان

مقاربان عموديان لـ  fC  2عند 3و.  

 تائج المتحصل عليها.والشكل المقابل يؤكد صحة الن

 :لائامإثبات أن منحنى دالة يقبل مستقيما مقاربا  .5

 

 :مثال

المعرفة على  fلتكن الدالة  1\   :بـ 
2 3

1

x x
f x

x

 



 أن نهرب.  fC الة منحنى الدf لبقي 

2yالذي معادلته  dلمستقيم ا x  لائام ابراقم اميقتسم. 

 :الحل

❖      
  22 3 2 13

2 2
1 1

x x x xx x
f x x x

x x

     
     

 
 

 2 23 2 2 1
                     

1 1

x x x x x

x x

      
 

 
.  

 :لدينا ❖ 1
x
lim x


   ومنه فإن 
1

0
1x

lim
x





 
 

 
 :أي .   2 0

x
lim f x x


    (1). 

 ولدينا: ❖ 1
x
lim x


   ومنه فإن 
1

0
1x

lim
x





 
 

 
 :أي .   2 0

x
lim f x x


    (2). 

 أن( نستنتج 2( و)1من ) ❖ fC لمستقيم ا لبقيd  الذي

2yمعادلته  x  دنع لائام ابراقم اميقتسم . 

 يؤكد صحة النتائج المتحصل عليها. المقابل لكشلاو

 

 

y هتلداعم يذلا ميقتسملا أن تابثلإ ax b  لـ لئام براقم ميقتسم f(C  بجي ، دنع f الدالة ىنحنم (

 :أن تابثإ    0
x
lim f x ax b


    . 

http://www.latreche-mifa.com/


 3AS        النهاياتطرق عملية لحل تمارين  

 LATRECHE MIFA       mifa.com-www.latreche                          5إعداد وتقديم: 

 :مستقيمل بالنسبةمنحنى دالة دراسة وضعية  .6

 

 :مثال

المعرفة على  fلتكن الدالة  1\   :بـ 
2 1

1

x
f x

x





. أدرس وضعية  fC الة منحنى الدf  بالنسبة

1yالذي معادلته  dللمستقيم  x . 

 :الحل

❖      
    2 222 1 11 1 11 2

1 1
1 1 1 1

x xx x xx
f x x x

x x x x

     
       

   
. 

❖ 1 0 1x x     . 

ومنه فإن جدول إشارة    1f x x  :يكون كالتالي 

 

 :أنتج نستنومنه 

❖ f(C على المجال  dيقع تحت المستقيم  ( 1;  ، 

f(Cو ❖ على المجال  dيقع فوق المستقيم  ( 1; . 

 صحة النتائج المتحصل عليها.والشكل المقابل يؤكد 

 

 

 

 

 

 

لدراسة وضعية المنحنى  fC  للدالةf  بالنسبة للمستقيمd  الذي معادلتهy ax b ،  يجب دراسة

إشارة    f x ax b :ولأجل ذلك يجب . 

عبارة  (إلى أبعد حد ممكن)حساب واختزال  ❖   f x ax b . 

دراسة إشارة  ❖   f x ax b   بتعيين كل القيم اللازمة لـx.وتشكيل جدول إشارة إن لزم الأمر ، 

 :أنهنستنتج  أنيمكن  ،في الأخير

في المجالات التي تكون فيها  ❖    0f x ax b   :فإن ، fC  يقع فوقd. 

ي المجالات التي تكون فيها ف ❖    0f x ax b   :فإن ، fC  يقع تحتd. 

عندما تكون  ❖    0f x ax b   :فإن ، fC وd .يتقاطعان 

 يقهتمّ بحمد الله وتوف
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