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I.  الدالة المشتقة: – المشتقالعدد 

 :1 تعريف .1

 

    

 طريقة: .2

، ندرس aعند  fلدراسة قابلية اشتقاق الدالة 
h 0

f (a h) f (a)
lim

h

 
. 

 ملاحظة: .3

 

 مثال: .4

الدالة المشتقة للدالة    
1

f : x
x

  هي الدالة  *رفة علىالمع
1

f ' : x
x²


. 

II. :الاشتقاق والاستمرارية 

 :خاصية .1

 

 ملاحظة: .2

 عكس هذه الخاصية ليس دائما صحيحا. 

وتسمى الدالة المشتقة  ،Iتقبل الاشتقاق على  نقول أنها Iمن  xلاشتقاق عند كل عدد حقيقي ا fإذا قبلت الدالة 

fونرمز لها بـ: fللدالة  ' : x f '(x)  . 

قول عـ لة ن لى الماـال ال fن الدا ند ، من  Iمعرفـة ع لة لششـتقاق ع لت النسـبة  Iمـن  aأنهـا قاب إذا قب
f (a h) f (a)

h

 
  .0إلى  hلما يؤول نهاية محدودة  

ـــدد المشـــت  للدالـــة  f، ونرمـــز لهـــا بـــالرمز aعنـــد  fنســـمي هـــذه النهايـــة الع '(a) : لـــدينا إذ .

h 0

f (a h) f (a)
f '(a) lim

h

 
  عند وضع أوx a h ، 

x a

f (x) f (a)
f '(a) lim

x a





. 

  ، فإنها مستمرة على هذا الماال.Iعلى الماال  قابلة لششتقاقدالة  fإذا كانت 

  الاشتقاقيةالاشتقاقية
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 مثال: .3

xالدالة  x  ند  0مستمرة عند لدينا: 0ولكنها غير قابلة لششتقاق ع  .
x 0
lim x 0


  سبة ما الن بين
h

h
بل   لا تق

لأ   0نهاية عند 
x 0

h
lim 1

h


  و
x 0

h
lim 1

h


. 

III. المماس لمنحنى دالة عند النقطة a: 

 تعريف: .1

 

 

 مثال: .2

3f بـ:  المعرفة على  fالدالة  (x) x x² 2x   ، 

لى  شتقاق ع لة لش لدينا:  قاب fو '(x) 3x² 2x 2  ،  نه fوم '(0) 2   إذ ،
f

(C سا  ( بل مما ند  (d)يق ع

 A y  معادلته 0;0 2x . 

IV. :المشتق من اليمين ومن اليسار عند عدد معين 

 تعريف: .1

 

f  معرفة على الماال دالةI يشمل  الذيa و
f

(C  تمثيلها البياني. (

لة  لت الدا ند  fإذا قب فإ   aالاشتقاق ع
f

(C بل  ( طة يق ند النق ع A a;f (a)  سا هه  (T)مما مل توجي معا

f '(a) :ومعادلته y f '(a)(x a) f (a)  . 

f  معرفة ومستمرة على الماال دالةI  الذي يشملa.  

 النسبة إذا كانت
f (x) f (a)

x a




ية   ند 1تقبل النها مين ع قول إ  a من الي لة  ن من  fالدا لة لششتقاق  قاب

  .aاليمين عند 

النسبة  إذا كانت
f (x) f (a)

x a




ند 2تقبل النهاية   سار ع قول إ   a من الي لة ن من  fالدا لة لششتقاق  قاب

  .aعند  اليسار

1إذا كانت  2  فإ  الدالةf  قابلة لششتقاق عندa. 

1إذا كانت  2  فإ  الدالةf عند  غير قابلة لششتقاقa النقطة و A a;f (a) تسمى نقطة زاوية. 
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 :التفسير الهندسي .2

لة لششتقاق و aغير قابلة لششتقاق عند  fإذا كانت الدالة ❖ مين من اقاب ند لي فإ   aع
f

(C بل  ( نصف يق

مماس من اليمين عند النقطة  A a;f (a)  معادلته:و 1معامل توجيهه 
1

y (x a) f (a)   . 

سار aغير قابلة لششتقاق عند  fإذا كانت الدالة ❖ من الي ند  وقابلة لششتقاق  فإ   aع
f

(C بل  ( نصف يق

 معادلته:و 2معامل توجيهه  Aمماس نصف مماس من اليسار عند النقطة 
2

y (x a) f (a)  . 

أي أ  ❖
f

(C  .αنصفي مماسين يصنعا  بينهما زاوية  Aيقبل عند النقطة  (

 

V. مماس العمودي لمنحنى دالة:ال 

 تعريف: .1

 

 

 مثال: .2

لى  fالدالة  فة ع اال معر الم 1;  بارةب f الع (x) x 1  و
f

(C ها( شتقاق  تمثيل ية ا ياني. أدرس قابل الب

عند  fالدالة  1 .ثم فسر النتياة المحصل عليها هندسيا ، 

 الحل:

xمـن أجـل  1   :لـدينا
x 1 x 1 x 1

f (x) f ( 1) x 1 1
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

  
   

  
غيــر  fمنــه فـإ  الدالـة و، 

والمنحنى  -1قابلة لششتقاق عند 
f

(C عند النقطة يقبل  ( A 1;0  عموديا معادلته:مماساx 1 . 

 و aعنــد  دالــة مســتمرة fإذا كانــت 
x a

f (x) f (a)
lim

x a


 


أو 

h 0

f (a h) f (a)
lim

h

 
   فــإ  الدالــةf 

والمنحنى  aغير قابلة لششتقاق عند 
f

(C طة يقبل  ( عند النق A a;f (a)  مل يا لحا يا )مواز سا عمود مما

 .x = aمحور التراتيب( معادلته: 
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VI. :مشتقات دوال مألوفة 

f مجالات قابلية الاشتقاق '(x) f (x) 

 0 (k ثابت حقيقي ) k 

 1 x 

 a ax b 

 n 1nx  
nx ( n n و 2 ) 

 0; 
1

2 x
 x 

* 
1

x²
 

1

x
 

 sinx cosx 

 cosx sin x 

k / k
2


 

  
 

 
1

1 tan ²x
cos ²x

  tan x 

 نتيجة:

 

VII. :المشتقات والعمليات على الدوال 

u وv  دالتا  قابلتا  لششتقاق على ماالI  ومن ،k .عدد حقيقي 

u

v
0)≠(v  

1

v
 (v≠0) uv ku u+v الدالة 

u ' v v 'u

v²


 

v '

v²
 u'v v 'u ku ' u' v ' الدالة المشتقة 

 .الدوال كثيرة حدود قابلة لششتقاق على ❖

 على كل ماال محتوى في ماموعة تعريفها.قابلة لششتقاق الدوال الناطقة ❖
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VIII. دالة ال اشتقاقu(ax +b): 

 

 مثال:

عينّ الدالة المشتقة للدالة:  f (x) sin 2x 1 . 

fولدينا:  قابلة لششتقاق على  fالدالة : الحل '(x) 2cos(2x 1) . 

IX. :اشتقاق دالة مركبة 

ovمشتقة الدالة  .1 u: 

 

 مثال:

ن الدالة المشتقة للدالة: عيّ  
3

f (x) x² 1 . 

fنضع ❖ v o u    حيثu(x) x² 1   3و
v(x) x. 

 .قابلة لششتقاق على  f، ومنه فإ  قابلتا  لششتقاق على  vو uالدالتا  ❖

uلدينا:  من  xمن أجل كل ❖ '(x) 2x وv '(x) 3x² : ومنه فإ ، 
2

x² 1f '(x) 6x . 

xمشتقة الدالة  .2 u(x): 

 

 مثال:

fعينّ الدالة المشتقة للدالة:  (x) x² 1 . 

fنضع ❖ v o u    حيثu(x) x² 1   وv(x) x. 

لى  vوالدالة ، على وموجبة تماما لششتقاق  ةقابل u ةالدال❖ قابلة لششتقاق ع 0;   فإ نه  لة  fوم قاب

لششتقاق على  0;. 

من xمن أجل كل ❖ 0; :لديناu '(x) 2x وv '(x)
1

2 x
 ، 

و
2x

f '(x)
2 x² 1




أي  
x

f '(x)
x² 1




. 

a وb  عددا  حقيقيا  حيثa 0 ،u اال دالة قابلة ل لى الم ليكن من  Iششتقاق ع  ،J   ّكو اال الم الم

axحيث  xمن الأعداد الحقيقية  b  ينتمي إلىJ. 

fالدالة   : x u(ax b)    قابلة لششتقاق علىJ  ولدينا من أجل كلx  منJ  :f '(x) au '(ax b) .  

لة و من  Iلاشتقاق على الماال ا uإذا قبلت الدالة  لت الدا اال ا vقب لى الم لة فإ  ا ، u(I)لاشتقاق ع لدا

v u   تقبل الاشتقاق علىI  ولدينا من أجل كلx  منI  : (v o u)'(x) u '(x) v ' u(x)   .  

لى  من  Iششتقاق على الماال قابلة ل uإذا كانت الدالة  ما ع لة  ، Iوكانت موجبة تما بل تق uفإ  الدا

I  :من  xولدينا من أجل كل  Iالاشتقاق على   u '
u '

2 u
.  
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مشتقة الدالة  .3 
n

x u(x) ( معn وn 2): 

 

 مثال:

عينّ الدالة المشتقة للدالة:  
4

f (x) 2x² x . 

نضع ❖ 
4

f (x) u(x)  حيثu(x) 2x² x . 

 . قابلة لششتقاق علىمعرفة و fمنه فإ  و، على  قابلة لششتقاقمعرفة و uالدالة  ❖

u'(x)لدينا:   من  xمن أجل كل  ❖ 4x 1  نه فإ : وم  
3

f '(x) 4 4x 1 2x² x  . 

مشتقة الدالة  .4
 

n

1
x

u(x)
 ( معn وn 1:) 

 

 مثال:

عينّ الدالة المشتقة للدالة: 
 

4

1
f (x)

x² x 1


 
. 

 نضع  ❖
 

4

1
f (x)

u(x)
  حيثu(x) x² x 1  . 

لى  uالدالة  ❖ كل  معرفة وقابلة لششتقاق ع جل  من أ u(x) لدينا من  xو 0  فإ نه  فة  f، وم معر

 .وقابلة لششتقاق على 

u'(x)لدينا:  من xمن أجل كل  ❖ 2x 1   : ومنه فإ
 

 
5

4 2x 1
f '(x)

x² x 1


 

 
. 

جل  Iتقبل الاشتقاق على  nu، فإ  الدالة من  Iششتقاق على الماال قابلة ل uإذا كانت الدالة  ولدينا من أ

I  :من  xكل  n n 1u ' n u ' u   .  

اال قابلة ل uإذا كانت الدالة  لى الم لى  من  Iششتقاق ع عدم ع لة Iولا تن فإ  الدا  ،
n

1

u
بل الاشتقاق   تق

:  Iمن  xولدينا من أجل كل  Iعلى 
n n 1

'
1 n u '

u u 

  
  

 
.  
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X. :المشتقات المتتابعة لدالة 

 تعريف: .1

 

 مثال: .2

f  4بالعبارة   على دالة معرفةf (x) x.  الدالةf  قابلة لششتقاقn  ،وأنه من أجل كل مرةx  لدينا: من 

(1) 3f (x) 4x ،(2)f (x) 12x²،(3)f (x) 24x،(4)f (x) 24 ، 

nومن أجل كل عدد طبيعي   5 :لدينا (n)f (x) 0 

XI. نعطاف:نقطة الا 

 تعريف: .1

 

 مثال: .2

f  3بالعبارة  دالة معرفة علىf (x) 3x 1  . 

f لدينا: من  x، ومن أجل كل قابلة لششتقاق على  fالدالة  '(x) 9x² وf ''(x) 18x.  

x 0 f ''(x) 0   .  إذf ''(x)  0تنعدم عندx 0 0في جوار رة إشارتها مغي ، 

  .f(C(نقطة انعطاف للمنحنى هي  0)A (1;ومنه فإ  النقطة 

قي Iعلى الماال ششتقاق قابلة ل fإذا كانت الدالة ❖ عدد حقي كل  تي ترف  ب عدد  Iمن  x، فإ  الدالة ال ال

fالحقيقي '(x)   للدالة  الدالة المشتقة الأولىتسمىf. 

fإذا كانت الدالة و❖ لة ل ' اال قاب لى الم قي Iششتقاق ع عدد حقي كل  تي ترف  ب لة ال فإ  الدا  ،x  منI 

د الحقيقيالعد f '(x) f، ونرمز لها بـ fللدالة  الدالة المشتقة الثانيةتسمى   '  . 2fأو  ''

لة ❖ لت الدا كذا إذا قب يث  nالاشتقاق  fوه nمرة )ح 2 اال لى الم شتقة I( ع لة الم فإ  الدا ية ،  النون

(n)تكتب كما يلي:  f(n)ونرمز لها بـ  fللدالة  (n 1)f (x) f (x) '    . 

نت  من  Iششتقاق مرتين على الماال قابلة ل fإذا كانت الدالة  fوكا ''(x)  ند عدم ع يرة  Iمن  0xتن مغ

ي0xإشارتها في جوار  نى الب لة  f(C(اني ، فإ  المنح طة انعطاف له  fللدا لـ f(x 0A(x;0((نق ماس  ، والم

)f(C  عندA يخترق )f(C.  
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XII. :تطبيقات الاشتقاق 

 ر دالة:اتجاه تغي .1

 

 مثال:

f  3بالعبــارة  دالــة معرفــة علــىf (x) x.  الدالــةf ومــن أجــل كــل  علــى  قابلــة لششــتقاقx  مــن 

fلدينا: '(x) 3x² ، ومن أجل كل*x  :لديناf '(x) 0 وf '(0) 0.  

fإذ  الدالة   .متزايدة تماما على  f، وبالتالي فإ  0وتنعدم عند  موجبة على  '

 

 

 

 

 ة:القيم الحدية لدال .2

 

 

 حل المعادلات: .3

 

 x 

+               0             + f '(x)  

 

0 

 

f (x)  

f  دالة قابلة لششتقاق على ماال I a;b. 

fإذا كانــــت❖ ' 0 (f ' 0 علــــى الماــــال ) a;b  فإنــــه مــــن أجــــل كــــلk  مــــن f (a);f (b) 

( f (b);f (a) المعادلة ،)f(x)=k  تقبل حش وحيدا في الماال a;b. 

f ششتقاق على ماال دالة قابلة لI  يشمل  منc. 

fالقول أ  (c)  صغرى( للدالة  عظمىقيمة حدية(f يعني أنه نستطيع إيااد ماال مفتوح ،J  في محتوى 

I  ويشملc  بحيث من أجل كلx  منJ  لديناf (x) f (c) (f (x) f (c).) 

f  دالة قابلة لششتقاق على ماالIمن fD: 

fلدينا  Iمن  xإذا كا  من أجل كل ❖ '(x) 0  فإ  الدالةf على  متزايدة تماماI. 

fلدينا  Iمن  xإذا كا  من أجل كل ❖ '(x) 0  فإ  الدالةf على  تماما متناقصةI. 

fلدينا  Iمن  xإذا كا  من أجل كل ❖ '(x) 0  فإ  الدالةf على  ثابتةI. 

http://www.latreche-mifa.com/


 3AS                        الاشتقاقية

 LATRECHE MIFA       mifa.com-www.latreche       9إعداد وتقديم: 

 

 استعمال العدد المشتق في حساب بعض النهايات: .4

 

 مثال:

لدينا: 
cosx 1

g(x)
x


 نريد حساب .

x 0
limg(x)


. 

 الحل:

نشحظ أ   ❖ 
x 0
lim cosx 1 0


  و
x 0
limx 0


 ومنه ،
x 0
limg(x)


 هي حالة عدم تعيين 
0

0
. 

fلإزالة حالة عدم التعيين نستعمل العدد المشت ، وذلك بوضع:  ❖ (x) cosx ناد ،f (0) 1   فإ وبالتالي 

f (x) f (0)
g(x)

x 0





فإ   0قابلة لششتقاق عند  fوبما أ  ، 

x 0 x 0

f (x) f (0)
limg(x) lim f '(0)

x 0 


 


. 

fلدينا:  من  xأجل كل  من ❖ '(x) sinx   ومنه فإ ،f '(0) 0  إذ ،
x 0
limg(x) 0


. 

XIII. :التقريب التآلفي وطريقة أولر 

 التقريب التآلفي: .1

 

 مثال:

f بحيث   دالة معرفة علىf '(x) x² 1  وf (1) 2 ية  0,1. باستعمال خطوة قدرها أوجد القيمة التقريب

fلـ  fو (1,1) (1,2). 

 

لدينا  وذلك لإزالة حالة عدم تعيين. aن نهاية بعض الدوال عند نستطيع استعمال العدد المشت  لتعيي إذا كانت 

عبارة من الشكل 
f (x) f (a)

x a




فإ :  aدالة قابلة لششتقاق عند  fمع  

x a

f (x) f (a)
lim f '(a)

x a





. 

f  دالة معرفة على ماال مفتوحI. 

لة Iمن  xعند  الاشتقاق fإذا قبلت  نه توجد دا قي  ، فإ عدد حقي كل  جل  من أ x)مع  hبحيث  h) I  

fلدينا:  (x h) f (x) hf '(x) h (h)      مع
h 0
lim (h) 0


. 

ئذ:  hمن أجل   تب عند صفر نك fقريب من ال (x h) f (x) hf '(x)   لـ تآلفي  يب ال هذا التقر سمى  ، ي

f(x+h)، جل من أh المرف  بالدالة  ،قريب من الصفرf . 
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 الحل:

f لدينا من تعريف التقريب التآلفي: (x h) f (x) hf '(x)   : ومنه فإ 

❖ f (1,1) f (1) 0,1 f '(1) 2 0,1 2 2,141       . 

❖ f (1,2) f (1,1) 0,1 f '(1,1) 2,141 0,1 2,21 2,289       . 

 طريقة أولر: .2

 

 ل:الطريقة بالتفصي

لة ❖ 0 هو fبما أنه لدينا شرط أولي للدا 0y f (x )  لـ ياني  نى الب من المنح طة  عين نق ستطيع أ  ن وهي  fن

النقطة 0 0 0A x ;y. 

طة ❖ من النق قا  انطش 0 0 0A x ;y  طة شئ النق نن 1 1 1A x ;y :يث ح
1 0

1 0 0

x x h

y f (x ) h f '(x )

 


  
 hمع  

 قريب جدا من الصفر.

ثم انطشقا من النقطة ❖ 1 1 1A x ;y  ننشئ النقطة 2 2 2A x ;y  :حيث
2 1

2 1 1

x x h

y f (x ) h f '(x )

 


  
. 

 .fمنحنى  f(C(من ... تكو  قريبة جدا  A2, A3A ,1  قريب جدا من الصفر، فإ  النقاط hبما أ   ❖

قاط ❖ لبعض نحصل  A2, A3A ,1بربط الن ... ببعضها ا

الــذي  hمــرتبط باختيــار  fبيــاني تقريبــي لــ علـى تمثيــل 

قدار الخطوة  كا  م ما  نه كل با  hيسمى الخطوة، أي أ قري

صفر لـ من ال بي  ياني التقري يل الب كا  التمث  ،f  من با  قري

 .fللدالة  f(C( قيالتمثيل البياني الحقي

 

 

 

 

 

 

 

 

شتقة  fتسمح هذه الطريقة بإنشاء تمثيشت بيانية تقريبية لدالة  لة الم فة الدا fبمعر لة  ' لـ  fللدا مة  ند  fوقي ع

عدد 
0 0y f (x )  بدو  معرفة العبارة الصريحة لـf. 

fقريبا من  f(x+h)يكو   قريب من الصفر hأنه من أجل وهذه الطريقة تعتمد على  (x) h f '(x)  . 

 تمّ بحمد الله وتوفيقه
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