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  :1 لتمريناحل 

بـ:  على معرفة  f الدالة (1  1f x x² x  و ،
f(C  تمثيلها البياني. (

 2 2 2 1 4 2 1 3f ²       ومنه فإن: ترتيب النقطة .A  التي تنتمي لـ
f(C تي فاصلتها( هو  2 ، وال

هي:  A، ومنه فإن إحداثيات 3 A 2 3;. 

2)  

❖      2 2 2 1 4 4 2 1f h h ² h h h² h              

ومنه فإن: 2 3 3f h h² h    . 

❖ 
     2 2 33 3 3 3f h f h hh² h h² h

h h h h

     
    

ومنه فإن: 
   2 2

3
f h f

h
h

 
 . 

3hالعدد ، 0إلى  hيؤول عندما  (3  ومنه فإن:  .3ؤول إلى ي
   

0 0

2 2
3 3

h h

f h f
lim limh

h 

 
  . 

و 2قابلة للاشتقاق عند  fالدالة أن إذن  نستنتج 2 3f ' . 

، ومنه فإن معادلته تكون من 3هو  dمعامل توجيه المستقيم  (4

3yالشكل:  x b . 

ستقيم  طة  dالم شمل النق فإن: A(2;3)ي نه  3، وم 3 2 b   

3أي:  6b    :3أيb  . 

3هي:  dنستنتج أن معادلة المستقيم  3y x . 

الشكل المقابل يمثل  (5 fC وd. 

 :2حل التمرين 

بـ:  معرفة على  fالدالة  (1  2f x x² x . 

❖ 21 2 1 1 1f ( )      . 

❖ 
       

2
1 1 2 1 1 1 2 4 2 1 1f h f h h h h² h

h h h

          
   

 2 2 32 3 h hh h
                         

h h


    

ومنه فإن: 
   1 1

2 3
f h f

h
h

 
 . 
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❖ 
   

0 0

1 1
3 3

h h

f h f
lim limh

h 

 
   . 

و 1قابلة للاشتقاق عند  fالدالة نستنتج إذن أن  1 3f ' . 

كــد مــن النتــاتج المتيهــل عليهــا بر ــم يمكــن الت  (2
f(C التمثيــل  (

هه  d، والمستقيم fالبياني للدالة  مل توجي لذي معا طة  3ا شمل النق وي

f(Cمن  3) ،1التي فاصلتها  ( 2d : y x  .) 

الشكل المقابل يمثل  fC  والمستقيمd . 

 

 :3حل التمرين 

بـ:  معرفة على  fالدالة  (1 f x x x² . 

❖        
2

2 2 2 2 4 6f            . 

❖ 
         

2
2 2 2 2 6 2 4 4 6f h f h h h h h²

h h h

                
   

 2 55 h hh h
                               

h h

 
    

فإن: ومنه 
   2 2

5
f h f

h
h

   
 . 

❖ 
   

0 0

2 2
5 5

h h

f h f
lim lim h

h 

   
   . 

قابلة للاشتقاق عند  fالدالة نستنتج إذن أن  2 و 2 5f '  . 

ها بر م  (2 تاتج المتيهل علي من الن كد  كن الت  f(Cيم يل  ( التمث

ــة ــاني للدال ــذي معامــل توجيهــه  d، والمســتقيم f البي ويشــمل  5ال

f(Cالنقطة من  التي فاصلتها  ( 2( ،5 4d : y x  .) 

f(Cالشكل المقابل يمثل   . dوالمستقيم  (
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 :4حل التمرين 

 نلاحظ أن:الموالي من خلال الشكل 

لة  ❖ ياني للدا ية:  fالتمثيل الب قاط التال شمل الن ي 4 1;  ، 3 3; ، 0 0; ، 3 و ;1 6 2; :فإن نه  . وم

 4 1f    ، 3 3f   ، 0 0f  ، 3 1f  و 6 2f  . 

يشمل النقطتين  1dالمستقيم  ❖ 4 1;  و 3 6;: 

• 1d  يشمل النقطة 4 1;   :4يعني 1a b    (1.) 

•  1d  يشمل النقطة 3 6;  :3يعني 6a b   (2.) 

7aأن ( نستنتج 2)من ( 1) بطرح • .  

ــتقيمات  ❖ ــه المس ــاملات توجي 5مع 4 3 2 1 ;  ;  ;  ; d d d d d 

ـــــب:  ـــــى الترتي ـــــي عل 1ه 7m  ،2 2m  ،3 1m   ،

4

1

2
m  ،5 0m  :ومنه فإن . 

 4 7f '   ، 3 2f '   ، 0 1f '   ، 

 
1

3
2

f '  و 6 0f ' . 

 :5حل التمرين 

 من خلال الشكل الموالي نلاحظ أن:

طة  (1 حداثيات النق هي  Aإ 3 1;  :فإن نه  وم 3 1f   طة حداثيات النق هي  B. إ 1 2;  :فإن نه  وم

 1 2f  . 

f(Cلـ  ATمعامل توجيه المماس  (2 هو  Aعند النقطة  ( 3 ن لأ 3 2f '   ماس ، و مل توجيه الم معا

BT  لـf(C لأن  2هو  Bعند النقطة  ( 1 2f '  . )أنظر الشكل( 

f(Cنستطيع إكمال ر م  (3  علما أن: (

❖   1 5f   أي أنf(C يشمل النقطة  ( 1 5C ; . 

❖  1 0f '   ــاس ــه المم ــل توجي ـــ  CTأي أن معام f(Cل ــد  ( عن

 مواز لميور الفواصل. ه، أي أن0هو  Cالنقطة 

❖  3 2f    أي أنf(C يشمل النقطة  ( 3 2D ; . 

❖  3 8f '    معامـل توجيـه الممـاس أي أنDT  لــf(C عنـد  (

هو  Dطة النق 8. 
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 :6حل التمرين 

 معرفة بما يلي: fالدالة 

 5 1f     2 2f     
1

0
2

f     2 1f     

ومنه فإن: 
f(C  يشمل النقاط: fالتمثيل البياني للدالة  (

 D 5;1    C 2;2   
1

B 0;
2

 
 
 

   A -2;1   

 ولدينا:

 5 3f '      2 1f '     0 0f '     
1

2
2

f '      

ـــ  ــات ل ــإن المما  ــه ف f(Cومن ــ ( ــد النق ــا  Dو  A ،B ،Cاط عن له

معاملات توجيه على الترتيب  
1

3  ; 1 ; 0 ; 
2

 
  

 
. 

f(Cالشكل المقابل يمثل   النتاتج المتيهل عليها. يثبتوهو  (

 

 

 

 

 

 :7حل التمرين 

معرفة على  fلدالة ا (1 0;  :بـf ( x ) x. 

      
 

3 3 3 33 3 3 3

3 3

h hf h f h

h h h h

      
 

 
 

   
3 3

3 3 3 3

1

3 3

h h
                               

h h h h h

 
  

     
  

2) 
   

0 0

3 3 1 1

3 3 2 3h h

f h f
lim lim

h h 

 
 

 
 3قابلــة للاشــتقاق عنــد  fالدالــة ومنــه نســتنتج أن  .

و 
1

3
2 3

f ' . 

لدينا:  (3 0 a  ، ومنه فإن: ;
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      
 

a h a a h af a h f a a h a

h h h a h a

      
 

 
 

   
1a h a h

                               
a h ah a h a h a h a

 
  

    
  

   
0 0

1 1

2h h

f a h f a
lim lim

h a h a a 

 
 

 
     0a    مع شرط 

ــــتنتج أن  ــــه نس ــــة ومن ــــد fالدال ــــتقاق عن ــــة للاش 0a قابل  ،

و 
1

2
f ' a

a
. 

f(Cالشكل الموالي يمثل  (4 لة  ( ياني للدا . نلاحظ أن fالتمثيل الب

f(Cالمماس لـ   عمودي. 0عند النقطة التي فاصلتها  (

 

 :8حل التمرين 

3بـ:  معرفة على  fلدالة ا 5 f ( x ) x. 

0لدينا:  x :ومنه فإن 

       0 0 0 0 0 0
3 5 3 5 3 3 5 3 5 3

3
f x h f x x h x x h x h

h h h h

         
      

فإن:  0إلى  hأي أنه عندما يؤول 
   0 0f x h f x

h

 
 . 3يؤول إلى  

و 0xقابلة للاشتقاق عند  fنستنتج أن الدالة  0 3f ' x .  

 :9حل التمرين 

fبـ:  معرفة على  fلدالة ا ( x ) x. 

لدينا:  f x x  0عندماx    

و f x x   0عندماx . 

f(Cبل يمثل الشكل المقا (1 ، وهو  fالتمثيل البياني للدالة  (

ــب  ــى الترتي ــا عل ــتقيم معادلتهم ــن نهــفي مس متكــون م

y x  0عندماx و ،y x   0عندماx . 

0xليكن  (2  لنيسب ،
   0 0f x h f x

h

 
. 
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عندما يكون  ❖ 0 0x ;  وh  صغير بالقدر الكافي ليكون 0 0x h ;   :يكون لدينا 

    0 00 0 0 0 1
x h xf x h f x x h x h

h h h h

    
     

ومنه فإن: 
   0 0

0
1

h

f x h f x
lim

h

 
 ن الدالة أي أf  قابلة للاشتقاق عند

0x و 0 1f ' x (.1) 

عندما يكون  ❖ 0 0x ;  وh  صغير بالقدر الكافي ليكون 0 0x h ;   :يكون لدينا 

       0 00 0 0 0 0 0 1
x h xf x h f x x h x x h x h

h h h h h

          
       

ومنه فإن: 
   0 0

0
1

h

f x h f x
lim

h

 
   أي أن الدالةf  0قابلة للاشتقاق عندx و 0 1f ' x  (.2) 

0عندما يكون  ❖ 0x : 

0hمن أجل  •   :لدينا 

   0 0 0
1

hf x h f x h

h h h

 
   أي  ،

   0 0

0

1
h

f x h f x
lim

h


 
. 

0hمن أجل  •   :لدينا 

   0 0 0
1

hf x h f x h

h h h

  
    أي ،

   0 0

0

1
h

f x h f x
lim

h


 
 . 

0hبما أن النهايات مختلفة من أجل  •   0وh  فإن: الدالة ،f  0غير قابلة للاشتقاق عند 0x (.3) 

0 قابلة للاشتقاق من أجل كل fالدالة أن ( نستنتج 3و) (2، )(1) من ❖ 0x  :ولدينا ، 

•  0 1f ' x   0عندما يكون 0x ، 

•  0 1f ' x    0عندما يكون 0x . 

 :10حل التمرين 

fبـ:  معرفة على  fالدالة  (1 ( x ) k  معk. 

قي  عدد حقي كل  جل  لدينا:  aمن أ
   

0
f a h f a k k

h h

  
   :أي أن

   
0

0
h

f a h f a
lim

h

 
 .

لدينا:  xومن أجل كل عدد حقيقي  قابلة للاشتقاق على  fالدالة ومنه فإن:   0f ' x . 

بـ:  معرفة على  gالدالة  (2 g x x . 

لدينا:  aمن أجل كل عدد حقيقي 
   

1
g a h g a a h a h

h h h

   
    

أي أن: 
   

0
1

h

g a h g a
lim

h

 
 . 

لدينا:  xومن أجل كل عدد حقيقي  قابلة للاشتقاق على  gلة الداومنه فإن:   1g' x . 
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بـ:  معرفة على   tالدالة  (3 t( x ) mx p  معm وp. 

 لدينا:  aمن أجل كل عدد حقيقي 

       t a h t a m a h p ma p ma mh p ma p mh
m

h h h h

         
    

أي أن: 
   

0h

t a h t a
lim m

h

 
 . 

لدينا:  xقي ومن أجل كل عدد حقي قابلة للاشتقاق على  tالدالة ومنه فإن:  t' x m. 

 :11حل التمرين 

1)   5f x x² x . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖  2u x x  ودالتها المشتقة معرفة بـ:  قابلة للاشتقاق على  2u' x x. 

المعرفة بـ:  vالدالة  ❖  5v x x  ودالتها المشتقة معرفة بـ:  قابلة للاشتقاق على  5v' x . 

uنعلم أن الدالة  ❖ v  وأن دالتها المشتقة هي:  قابلة للاشتقاق على u v ' u' v'  . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على  fنستنتج أن الدالة  ❖  2 5f ' x x . 

2)  
1

2f x x
x

 . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖  2u x x  ودالتها المشتقة معرفة بـ:  قابلة للاشتقاق على  2u' x . 

المعرفة بـ:  vالدالة  ❖ 
1

v x
x

  شتقة معرفة بـ: ودالتها الم *قابلة للاشتقاق على 
1

v' x
x²

 . 

uنعلم أن الدالة  ❖ v  وأن دالتها المشتقة هي:  *قابلة للاشتقاق على u v ' u' v'  . 

ينا: ، ولد*قابلة للاشتقاق على  fنستنتج أن الدالة  ❖ 
1

2f ' x
x²

 . 

 بنفس الطريقة نكمل حل ما تبقى من التمرين:

3)  f x x² x  الدالة .f  ولدينا: قابلة للاشتقاق على ،  2 1f ' x x . 

4)   3 3 1f x x x   الدالة .f  ولدينا: قابلة للاشتقاق على ،  3 3f ' x x² . 

5)   2 1f x x   الدالة .f  ولدينا: هي دالة تآلفية فهي إذن قابلة للاشتقاق على ،  2f ' x  . 

6)  
3 1

2

x
f x


تابــة . نلاحــظ أنــه يمكــن ك 

3 1

2 2
f x x  ــة ــة  f. الدال هــي دالــة تآلفيــة فهــي إذن قابل

، ولدينا: للاشتقاق على  
3

2
f ' x . 
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 :12حل التمرين 

1)   4 2 3f x x x   الدالة .f  ولدينا: قابلة للاشتقاق على ،  34 2f ' x x . 

2)  
1

5f x
x

  . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖ 
1

u x
x

  ودالتها المشتقة معرفة بـ:  *قابلة للاشتقاق على 
1

u' x
x²

 . 

المعرفة بـ:  vالدالة  ❖  5v x    ودالتها المشتقة معرفة بـ:  قابلة للاشتقاق على  0v' x . 

uنعلم أن الدالة  ❖ v  وأن دالتها المشتقة هي:  *قابلة للاشتقاق على u v ' u' v'  . 

، ولدينا: *قابلة للاشتقاق على  fنستنتج أن الدالة  ❖ 
1

f ' x
x²

 . 

3)  
3 2

5

x
f x


 بة كن كتا نه يم حظ أ . نلا 

2 3

5 5
f x x   لة لة  f. الدا هي إذن قاب ية ف لة تآلف هي دا

، ولدينا: للاشتقاق على  
2

5
f ' x  . 

4)   5 4f x x x  الدالة .f  ولدينا: قابلة للاشتقاق على ،  4 35 4f ' x x x . 

5)   3 2 1f x x x   الدالة .f  ولدينا: قابلة للاشتقاق على ،  23 2f ' x x . 

6)   1 3f x x x   . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖  1 3u x x   هي:  على هي دالة تآلفية فهي إذن قابلة للاشتقاق ودالتها المشتقة 

  3u' x  . 

المعرفة بـ:  vالدالة  ❖ v x x هي إذن لة للاشتقاق على  هي الدالة "جذر مربع" ف قاب 0;  ها ودالت

 هي:المشتقة  
1

2
v' x

x
. 

uنعلم أن الدالة  ❖ v  قابلة للاشتقاق على 0;  :وأن دالتها المشتقة هي u v ' u' v'  . 

قابلة للاشتقاق على  fنستنتج أن الدالة  ❖ 0; :ولدينا ، 
1

3
2

f ' x
x

  . 

 :13حل التمرين 

1)   3f x x . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖ u x x لة للاشتقاق على  هي الدالة "جذر مربع" فهي إذن قاب 0;  ها ودالت

المشتقة هي:  
1

2
u' x

x
. 

لدينا:  ❖   f x k u x   :حيثk  ثابت حقيقي 3k  :ومنه فإن ، 
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قابلة للاشتقاق على  fالدالة  0;  :ودالتها المشتقة هي 
3

2
f ' x

x
  من أجل كل 0x ; . 

2)  
2

f x
x

 . 

المعرفة بـ:  uالدالة  ❖ 
1

u x
x

 ودالتها المشتقة هي:  *قابلة للاشتقاق على  هي الدالة "مقلوب" فهي إذن

 
2

1
u' x

x
 . 

لدينا:  ❖   f x k u x   :حيثk  قي بت حقي ثا 2k  :فإن نه  لة ، وم لى  fالدا لة للاشتقاق ع  *قاب

ودالتها المشتقة هي:  
2

2
f ' x

x
   0من أجل كلx . 

3)   5 25 3f x x x .  

لة  ❖ nxالدا x  حيث*n  لى لة للاشتقاق ع هي:  قاب شتقة  ها الم ودالت  1n nx ' nx  :فإن نه  . وم

 5 45x ' x و 2 2x ' x. 

لدينا:  ❖  nu x k x   :حيثk  فإن نه  قي، وم لة للاشتقاق على  uثابت حقي هي:  قاب ها المشتقة  ودالت

   nu' x k x ' .  :ومنه فإن 5 45 25x ' x و 23 6x ' x  . 

 ولدينا:، قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖  425 6f ' x x x . 

4)     2 32 1 4 1f x x x  . 

لنضع  ❖  22 1u x x  و  34 1v x x  :لدينا إذن .     f x u x v x . 

، ولدينا: قابلتان للاشتقاق على  vو uالدالتان  ❖  4u' x x و  212v' x x. 

با تعمال مشتقة جداء:  ❖ u v ' u' v u v'     :يهبح لدينا 

     3 2 2 4 4 24 4 1 2 1 12 16 4 24 12f ' x x x x x x x x x         

 ولدينا:، قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖  4 240 12 4f ' x x x x  . 

: يمكن نشر عبارة ملاحظة    2 32 1 4 1f x x x    :فنتيهل على  5 3 28 4 2 1f x x x x     ثم

 ل على نفس النتيجة.حساب المشتقة فنتيه

5)   2f x x x . 

لنضع  ❖  2u x x و v x x :لدينا إذن .     f x u x v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖  2u' x x. 

قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 0; و 
1

2
v' x

x
. 
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با تعمال مشتقة جداء:  ❖ u v ' u' v u v'      :يهبح لدينا  2 1
2

2
f ' x x x x

x
   . 

نلاحظ أن  ❖ 
2

x x  ومنه يمكن اختزال عبارة f ' x ،:فنتيهل على 

   
2 1 1 5

2 2
2 22

f ' x x x x x x x x x x x
x

      . 

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 0; ،:ولدينا  
5

2
f ' x x x. 

6)    
1

2 1f x x
x

  . 

  :1الطريقة 

، لدينا: x*من أجل كل  ❖ 
1 1 1

2 1 2f x x
x x x

      . 

با تعمال مشتقة مجموع يهبح لدينا:  ❖ 
2

1
f ' x

x
 . 

  :2الطريقة 

لنضع  ❖  2 1u x x  و 
1

v x
x

ن: . لدينا إذ     f x u x v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖  2u' x . 

و *قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 
2

1
v' x

x
 . 

با تعمال مشتقة جداء:  ❖ u v ' u' v u v'      :يهبح لدينا 

   
2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 2 1 1
2 2 1

x
f ' x x

x x x x x x x x x

 
              

 
 

، ولدينا: * قابلة للاشتقاق على fالدالة من خلال الطريقتين، نستنتج أن  ❖ 
2

1
f ' x

x
 . 

 :14حل التمرين 

1)   7 5f x x² x  . 

لنضع  ❖  27u x x  و  5v x x :لدينا إذن .     f x u x v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖  7 2 14u' x x x    . 

قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 0; و 
1 5

5
2 2

v' x
x x

  . 

: مجموعبا تعمال مشتقة  ❖ u v ' u' v'    :يهبح لدينا 
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 قابلة للاشتقاق على fالدالة  0; :ولدينا ، 
5

14
2

f ' x x
x

  . 

2)   4 3 2 7
8 7 3f x x x x

x
   . 

لنضع  ❖  4 3 28 7 3u x x x x   و 
7

v x
x

  :لدينا إذن .     f x u x v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖  3 2 3 28 4 7 3 3 2 32 21 6u' x x x x x x x        . 

و *قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 
2 2

1 7
7v' x

x x

 
     

 
. 

با ــتعمال مشــتقة مجمــوع:  ❖ u v ' u' v'    :الدالــة يهــبح لــديناf ولــدينا: * قابلــة للاشــتقاق علــى ،

  3 2

2

7
32 21 6f ' x x x x

x
   . 

3)  
3

8f x x
x

 . 

لنضع  ❖  8u x x و 
3

v x
x

 :لدينا إذن .     f x u x v x . 

قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖ 0; :ولدينا ، 
1 4

8
2

u' x
x x

  . 

و *قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 
2 2

1 3
3v' x

x x

 
     

 
. 

 يهبح لدينا:  با تعمال مشتقة مجموع، ❖

 قابلة للاشتقاق على fالدالة  0; :ولدينا ، 
2

4 3
f ' x

xx
 . 

4)     3 5 3 7f x x x² x    . 

لنضع  ❖  3 5u x x   و  2 3 7v x x x   :لدينا إذن .     f x u x v x . 

ولدينا: ، قابلتان للاشتقاق على  vو uالدالتان  ❖  3u' x   و  2 3v' x x . 

با تعمال مشتقة جداء:  ❖ u v ' u' v u v'     :يهبح لدينا 

      2 2 2

2

3 3 7 3 5 2 3 3 9 21 6 9 10 15

         9 28 36

f ' x x x x x x x x x x

x x

               

   

 

 ولدينا:، قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖  29 28 36f ' x x x   . 

: يمكن نشر عبارة ملاحظة f x، فنتيهل على نفس النتيجة. ،ثم حساب المشتقة 
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 :15حل التمرين 

1)   36 5f x x x . 

لنضع  ❖  6u x x و  35v x x  :لدينا إذن .     f x u x v x . 

قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖ 0; :ولدينا ، 
1 3

6
2

u' x
x x

  . 

و قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖  2 25 3 15v' x x x    . 

 يهبح لدينا:  مشتقة مجموع، با تعمال ❖

 قابلة للاشتقاق على fالدالة  0; :ولدينا ،  23
15f ' x x

x
 . 

2)  
1

f x x
x

 . 

لنضع  ❖ u x x و 
1

v x
x

 :لدينا إذن .     f x u x v x . 

قابلة للاشتقاق على   uالة الد ❖ 0; :ولدينا ، 
1

2
u' x

x
. 

ولدينا:  *قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖ 
2

1
v' x

x
 . 

: با تعمال مشتقة جداء ❖ u v ' u' v u v'     :يهبح لدينا 

 
2 2

1 1 1 1

2 2

x
f ' x x

x x xx x x

   
       

   
. 

نلاحظ أن  ❖ 
2

x x  ومنه يمكن اختزال عبارة f ' x:فنتيهل على ، 

 
 

2

1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2

x
f ' x

x x x x x x x x x x x xx x
        

 قابلة للاشتقاق على fالدالة نستنتج أن:  ❖ 0; :ولدينا ، 
1

2
f ' x

x x
 . 

3)     1 5 3 7f x x x² x   . 

لنضع  ❖  1u x x  و  25 3 7v x x x   :لدينا إذن .     f x u x v x . 

قابلة للاشتقاق على   uالدالة  ❖ 0; :ولدينا ، 
1

2
u' x

x
. 

ولدينا:  قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖  10 3v' x x . 
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با تعمال مشتقة جداء:  ❖ u v ' u' v u v'     :يهبح لدينا 

         
2

21 5 3 7
5 3 7 1 10 3 1 10 3

2 2

x x
f ' x x x x x x x

x x

 
          

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 0; ،:ولدينا  

    
25 3 7

1 10 3
2

x x
f ' x x x

x

 
    

4)    
2

2 2 1f x x x  . 

لنضع  ❖  2 2 1u x x x   :لدينا إذن .   
2

f x u x   . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على   uالدالة  ❖  2 2u' x x . 

با تعمال مشتقة  ❖ 
n

u x   :  1n nu ' n u' u    :يهبح لدينا 

       2 22 2 2 2 1 4 1 2 1f ' x x x x x x x        

  ولدينا: ،قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖

    24 1 2 1f ' x x x x    أو ،   3 24 3 1f ' x x x x   . 

 :16حل التمرين 

1)  
1

2 1
f x

x



. 

لنضع  ❖  2 1u x x  :لدينا إذن . 
 
1

f x
u x

. 

ن أجل تنعدم م  uالدالة  ❖
1

2
x    ولدينا: وهي قابلة للاشتقاق على ،  2u' x . 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:    

 
2

2

2 1
f ' x

x
 


  

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖
1

2
\
 
 
 

 ولدينا: ، 
 

2

2

2 1
f ' x

x
 


. 

2)  
2

1
f x

x
. 

لنضع  ❖  2u x x :لدينا إذن . 
 
1

f x
u x

. 

0xتنعدم من أجل   uالدالة  ❖   ولدينا: على وهي قابلة للاشتقاق ،  2u' x x. 
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با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:    

 
2 32

2 2x
f ' x

xx
     

 نا:ولدي ،*قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 
3

2
f ' x

x
 . 

3)  
1

3 5
f x

x



. 

لنضع  ❖  3 5u x x  :لدينا إذن . 
 
1

f x
u x

. 

تنعدم من أجل   uالدالة  ❖
3

5
x   ولدينا: وهي قابلة للاشتقاق على ،  5u' x  . 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:    

   
2 2

5 5

3 5 3 5
f ' x

x x


  

 
  

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖
3

5
\
 
 
 

 ولدينا: ، 
 

2

5

3 5
f ' x

x



. 

4)  
2 2

2 1
2f x

x x x x
  

 
. 

لنضع  ❖  2u x x x  :لدينا إذن . 
 
1

2f x
u x

 . 

لدينا:  ❖   2 1u x x x x x     :فإن نه  لة وم جل   uالدا من أ عدم  0xتن  و 1x  .  لة وهي قاب

، ولدينا: ى للاشتقاق عل  2 1u' x x . 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:    

 

 

 
2 2

2 2

2 2 12 1
2

xx
f ' x

x x x x

      
  
 

  

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 1 0\ ;، :ولدينا  
 

 
2

2

2 2 1x
f ' x

x x


 


. 

5)  
3 1

3
2 6 2 6

f x
x x

    
 

. 

لنضع  ❖  2 6u x x  :لدينا إذن .   
 
1

3f x
u x

  . 

3xتنعدم من أجل   uالدالة  ❖ ،  ولدينا: وهي قابلة للاشتقاق على ،  2u' x . 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
 يهبح لدينا: 
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 
       

2 2 2 22

2 6 6 3
3

2 6 2 6 2 3 2 3
f ' x

x x x x

 
      

     

 

قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 3\، :ولدينا  
 

2

3

2 3
f ' x

x



. 

6)  
3 3

5 1
5f x

x x
  . 

لنضع  ❖  3u x x :لدينا إذن . 
 
1

5f x
u x

 . 

0xتنعدم من أجل   uالدالة  ❖ ،  ولدينا: وهي قابلة للاشتقاق على ،  23u' x x. 

شتقة: با تعمال م ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:   

 

2 2

2 6 43

3 15 15
5

x x
f ' x

x xx

 
      
 
 

. 

 ولدينا: ،*قابلة للاشتقاق على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 
4

15
f ' x

x
 . 

7)  
2

1

1
f x

x



. 

لنضع  ❖  2 1u x x  :لدينا إذن . 
 
1

f x
u x

. 

، ولدينا: وهي قابلة للاشتقاق على  لا تنعدم،  uالدالة  ❖  2u' x x. 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
يهبح لدينا:   

 
2

2

2

1

x
f ' x

x
 


. 

 ولدينا:،  قابلة للاشتقاق على fالدالة نستنتج أن  ❖ 
 

2
2

2

1

x
f ' x

x
 


. 

8)  
1

f x
x

. 

لنضع  ❖ u x x :لدينا إذن . 
 
1

f x
u x

. 

0xتنعدم من أجل  uالدالة  ❖  ،  وهي قابلة للاشتقاق على 0; :ولدينا ، 
1

2
u' x

x
. 

با تعمال مشتقة:  ❖
2

1
'

u'

u u

 
  

 
 يهبح لدينا: 
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 
 

2

1 1

1 1 12 2

2 2

x xf ' x
x xx x xx

        . 

 على قابلة للاشتقاق fالدالة نستنتج أن  ❖ 0; ،:ولدينا  
1

2
f ' x

x x
 . 

 :17حل التمرين 

1)  
2

2 3

x
f x

x





. 

2هي دالة ناطقة، مقامها  fالدالة  ❖ 3x   ينعدم من أجل
3

2
x . 

لنضع  ❖  2u x x  و  2 3v x x  :لدينا إذن . 
 

 

u x
f x

v x
  مع شرط  0v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على   uالدالة  ❖  1u' x . 

ولدينا:  بلة للاشتقاق على قا vالدالة  ❖  2v' x . 

با تعمال مشتقة حاصل قسمة:  ❖
'

u u' v u v'

v v²

   
 

 
 يهبح لدينا: 

 
   

     
2 2 2

1 2 3 2 2 2 3 2 4 7

2 3 2 3 2 3

x x x x
f ' x

x x x

        
  

  
 

 قابلة للاشتقاق على fالدالة نستنتج أن  ❖
3

2
\
 
 
 

 ولدينا:،  
 

2

7

2 3
f ' x

x
 


. 

 بنفس الطريقة نكمل ما تبقى من التمرين:

2)  
2

2 3

1

x
f x

x





 ولدينا:،  قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 

 

2

2
2

3 4 3

1

x x
f ' x

x

  



. 

3)  
2

2

x
f x

x



 قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 2\ ،:ولدينا  

 

2

2

4

2

x x
f ' x

x





. 

4)  
2

1

2 3

x
f x

x





 ولدينا:،  قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 

 

2

2
2

2 4 3

2 3

x x
f ' x

x

  



. 

5)  
3 5

1

x
f x

x


 


 قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 1\ ،:ولدينا  

 
2

2

1
f ' x

x



. 

6)  
2

2 1

3

x
f x

x x





 قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 3 0\ ; ،:ولدينا  

 

2

2
2

2 2 3

3

x x
f ' x

x x

  



. 

 

http://www.latreche-mifa.com/


 3AS                         -1الجزء -الاشتقاقية  سردحلول تمارين 

 LATRECHE MIFA                .commifa-www.latreche            18إعداد وتقديم: 

7)  
2

2

3 1

3 1

x
f x

x





، ولدينا:  قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 

 
2

2

12

3 1

x
f ' x

x



. 

8)  
1

x
f x

x



 قابلة للاشتقاق على fالدالة  . 0; :ولدينا ، 

 
2

1

2 1

x
f ' x

x x





. 

 :18حل التمرين 

1) 3 23 2 5   f ( x ) x x x.  الدالةf ولدينا:  قابلة للاشتقاق على ،  23 6 2f ' x x x  . 

2)  
2

23 1 1 3 1

5 5 5 5

x x
g x x x

 
   .  الدالةg ولدينا:  قابلة للاشتقاق على ، 

2 3

5

x
g' x


. 

3)  
1

2h x
x

 .  الدالةh ولدينا: * قابلة للاشتقاق على ، 
2

1
h' x

x
 . 

4)   4 31 5

2 3
p x x x x  .  الدالةp ولدينا:  قابلة للاشتقاق على ،  3 2 5

2 3
3

p' x x x  . 

5)  
1

2
q x x x  . الدالةq قابلة للاشتقاق على  0; :ولدينا ، 

1
1

4
q' x

x
 . 

6)  
4 32

4 3

x x
r x   . الدالةr ولدينا:  قابلة للاشتقاق على ،  3 22r' x x x . 

 :19حل التمرين 

1)  
3

2
f x

x
 . الدالةf ولدينا: * قابلة للاشتقاق على ، 

2

3

2
f ' x

x
 . 

2)  
1

3

x
g x

x





 قابلة للاشتقاق على g. الدالة  3\ :ولدينا ، 

 
2

4

3
g' x

x
 


. 

3)  
1

1

x² x
h x

x² x

 


 
 . 

لة  ها  hالدا قة، مقام لة ناط 1x²دا x   لة فإن: الدا نه  يزه  الب، وم عدم لأن مم حدود لا ين ثي  لة  hثلا قاب

، ولدينا:  للاشتقاق على 
 

 
2

2

2 2 1

1

x
h' x

x x




 
. 

4)    
1

3 1p x x
x²

 
   

 
 . 

❖    
2 4 2 3 3

1 2 1 2 6
1 1 3 1

x x
p' x x

x x x x x

   
             

   
. 

، ولدينا: * قابلة للاشتقاق على pالدالة  ❖ 
2 3

1 6
1p' x

x x
  . 
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5)    3q x x² x  . 

❖    
2 2 2

2 1 2 2 3 4 3
2 3

2 2 2

x x x x x x
q' x x x x

x x x

    
       

 قابلة للاشتقاق على qالدالة  ❖ 0; :ولدينا ، 
25 3

2

x
q' x

x


. 

6)    
2

2 1r x x  . 

لنضع  ❖  2 1u x x  :لدينا إذن .   
n

r x u x   . 

، ولدينا:  قابلة للاشتقاق على  uالدالة  ❖  2u' x . 

با تعمال مشتقة:  ❖    
1n n'

u x n u' u x


         :يهبح لدينا    2 2 2 1r' x x     

، ولدينا:  قابلة للاشتقاق على rالدالة  ❖   4 2 1r' x x . 

 :20حل التمرين 

معرفة بـ:  fالدالة  
1

1

x²
f x

x





f(C. و  تمثيلها البياني. (

1xدالة ناطقة، مقامها ينعدم من أجل  fالدالة   ومنه فإن: الدالة .f  معرفة وقابلة للاشتقاق على 1\. 

لنضع  ❖  2 1u x x  و  1v x x  :لدينا إذن . 
 

 

u x
f x

v x
  مع شرط  0v x . 

، ولدينا: قابلة للاشتقاق على   uالدالة  ❖  2u' x x. 

ولدينا:  قابلة للاشتقاق على  vالدالة  ❖  1v' x . 

با تعمال مشتقة حاصل قسمة:  ❖
'

u u' v u v'

v v²

   
 

 
 يهبح لدينا: 

 
   

     

2 2 2 2

2 2 2

2 1 1 1 2 2 1 2 1

1 1 1

x x x x x x x x
f ' x

x x x

         
  

  
 

f(Cنعلم أن معامل توجيه مماس  (1 تي فاصلتها  ( هو  xعند النقطة ال f ' x ماس كون م كي ي نه ل لم أ . ونع

f(C 1الذي معادلته:  dموازيا للمستقيم  xعند النقطة التي فاصلتها  (  y x يجب أن يكون لهما نفس ،

معامل التوجيه ومنه فإن:   1f ' x  . 

 
 

 
2

22 2 2

2

2 1
1 1 2 1 1 2 1 2 1

1

x x
f ' x x x x x x x x

x

 
                 


 

 22 4 0 2 2 0x x x x         

0xأي    2أوx . 
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ميان لـ ينت 2و 0بما أن  1\ :فإن ،
f(C 1الذي معادلته:  dيقبل مما ين موازيين للمستقيم  (  y x  في

النقطتين  A 0 1; و B 2 5;. 

ل الشكل الموالي يمث (2
f(C  ، وهو يثبت صية النتاتج المتيهل عليها.dوالمستقيم  (

 

 :21حل التمرين 

بـ:  معرفة على  fالدالة   23 2 5f x x x  . 

3هــي ثلاثــي حــدود، وبمــا أن  fالدالــة  (1 0a   و
2 1

2 2 3 3

b

a
    


متناقهــة علــى  f، فــإن: الدالــة 

1

3
;

 
   

ومتزايدة على  
1

3
;

 
   

 . 

2
1 1 1 1 2 15 16

3 2 5
3 3 3 3 3 3 3

f
     
                 
     

 

عند تقبل  fالدالة ومنه فإن: 
1

3
 هي  دية صغرىقيمة ح

16

3
. 

2)   23 2 5f x x x    

ومنه فإن:    6 2 2 3 1f ' x x x   . 

لة  يرات الدا جدول تغ لة  fمن خلال  بل  fنلاحظ أن الدا تق

عند 
1

3
  قيمة حدية صغرى هي

16

3
. 

 

 

 

 
1

3
    x 

-  0  +  f ' x 

   

                    
16

3
   f x 
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 :22حل التمرين 

بـ:  معرفة على  fالدالة   3 22 3 12 7f x x x x   . 

1)   26 6 12f ' x x x   أي   26 2f ' x x x  . 

❖ 2 2x x   9هــو ثلاثــي حــدود مميــزه 0   ومنــه فــإن: جــذراه همــا ،
1 2x   و

2 1x  وبمــا أن .

1 0a   :فإن ، 

•   0f ' x   2عندماx   1أوx  . 

•   0f ' x   عندما   2 1x ; ;   . 

•   0f ' x   عندما 2 1x ; . 

متزايدة على  fالدالة نستنتج أن  ❖ 2;  متناقهة على ، 2 1;  ومتزايدة على 1;. 

ــة  (2 فــي المجــال  fجــدول تغيــرات الدال 4 3;  ،

 كالتالي: يكون

 

 

 

في المجال  fيمثل الدالة المقابل الشكل  (3 4 3; وهو ،

 يثبت صية النتاتج المتيهل عليها.

f(Cنلاحظ أن  تين فاصلتاهما على  ( يقبل عند النقطتين الل

الترتيب  2 فواصل.، مما ين موازيين لميور ال1و 

 

 

 

 

 :23حل التمرين 

معرفة على  fالدالة  0 بـ:  ;9 
5

1

x
f x

x





. 

1)  
   

 
2

1 1 1 5

5

x x
f ' x

x

    



أي   

 
2

4

5
f ' x

x
 


 . 

وبما أن  
2

5 0x   :فإن  0f ' x   من أجل كل 0 9x ;. 
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بما أن  (2  0f ' x   من أجل كل 0 9x ; لة ما على المجال  f، فإن: الدا متناقهة تما 0 فإن ;9 نه  . وم

 يكون كالتالي: fجدول تغيرات الدالة 

 

يرات  (3 جدول تغ خلال  لة من  كون fالدا ندما ي نه ع حظ أ ، نلا 0 9x ; فإن  ، 
7

5
5

f x ;
 

   
ما أن  . وب

7
1

5
  :المعادلة فإن  1f x   ليس لها حلول في المجال 0 9;. 

 :24حل التمرين 

ى معرفة عل fالدالة  1\  :بـ
16

1
  


f ( x ) ax b

x
تان. bو aحيث:   يان ثاب ليكن  عددان حقيق f(Cو ) 

 تمثيلها البياني.

1)  

❖ f(C يشمل النقطة  ( A 1 معناه أن:  ;2 1 2f . 

 
16

1 2 1 2 8 2 6
1 1

f a b a b a b             


 )1(  

❖ f(C يقبل عند النقطة  ( A 1 مما ا موازيا لميور الفواصل، معناه أن:  ;2 1 0f ' . 

نلاحظ أنه يمكن كتابة  ❖ f x  :على الشكل التالي 
1

16
1

f x ax b
x

   


 . 

• 
1

1x 
من الشكل  

 
1

u x
مع    1u x x  ومنه فإن مشتقة .

1

1x 
 هي:

 

   
2 2

1 1

1 1

' u' x

x xu x

 
    

    

 

نستنتج أن:  • 
 

2

1
16

1
f ' x a

x

 
    

  

أي   
 

2

16

1
f ' x a

x
 


. 

❖  
 

2

16 16
1 0 0

41 1
f ' a a     


4aأي    . 

6a( لدينا: 1من ) b   :10، ومنه فإنb  .  :إذن
16

4 10
1

f ( x ) x
x

  


. 
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ثل  (2 موالي يم شكل ال ال
f(C طة ( ، النق A 1 ماس ;2 ، وم

f(C طة  ( ند النق ع A 1 تاتج ;2 كد الن هو يؤ . و

 المتيهل عليها.

 

 :25حل التمرين 

معرفة على  fالدالة  4 2 بـ:  ;  3 21
3

3
f x x x  و . fC .تمثيلها البياني 

قابلة للاشتقاق على  fكثير حدود، ومنه فإن الدالة  fدالة ال (1 4 2  . ولدينا: ;

  2 21
3 2 2

3
f ' x x x x x      أي   2f ' x x x . 

❖   0f ' x  ،0 معناهx   2أوx  . 

❖   0f ' x  معناه ،   4 2 0 2x ; ;  . 

❖   0f ' x  معناه ، 2 0x ; . 

 يكون كالتالي: fجدول تغيرات الدالة 

 

f(Cنعلم أن معادلة مماس  (2 هي:  0xعند النقطة التي فاصلتها  (    0 0 0y f ' x x x f x   . 

0ب خذ  1x   :يكون لدينا ، 

❖      
3 21 1 7

1 1 1 3 1 3
3 3 3

f             و .   1 1 1 2 1f '       . 

لدينا إذن:  ❖ 
7 7 10

1 1 1
3 3 3

y x x x           

المماس لـ  Tومنه فإن معادلة  ❖ fC  عند النقطة التي فاصلتها 1  :هي
10

3
y x  . 
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 ، يمكن كتابة:xأجل كل من  (3

   3 2 3 2 3 210 1 10 1 1 1
3 3 3 1

3 3 3 3 3 3
f x x x x x x x x x x x

 
                
 

 

نلاحظ أن  1  لـ جذر  3هو  23 3 1x x x    مل كن ا تعمال العا نه يم وم 1x   يدود ير ال يل كث لتيل
3 23 3 1x x x   :فنتيهل على ،  3 2 23 3 1 1x x x x ax bx c      . 

      2 3 2 2 3 21x ax bx c ax bx cx ax bx c ax b a x c b x c                

  

   

3 2 2

3 2 3 2

3 3 1 1

3 3 1

1
1

3
2

3
1

1

x x x x ax bx c

x x x ax b a x c b x c

a
a

b a
b

c b
c

c

      

         


   

   
    

 

لدينا إذن:        
23 2 21 1 1

3 3 1 1 2 1 1 1
3 3 3

x x x x x x x x           

أي     
210 1

1 1
3 3

f x x x x
 

      
 

ما أن  . وب 
21

1 0
3

x    كل جل  شارة  xمن أ فإن: إ

 
10

3
f x x

 
   
 

من إشارة   1x .  

ومنه فإن:  
10

0
3

f x x
 

    
 

1xعندما يكون    ( ،1) 

و 
10

0
3

f x x
 

    
 

1xعندما يكون    (.2) 

f(Cأن: ( نستنتج 2( و)1من ) من أجل  T يقع فوق ( 1x ;   ،

f(Cو  من أجل  T تيتيقع  ( 1x ;  . 

f(Cيمثل المقابل الشكل  (4 تاتج المتيهل Tو ( . وهو يؤكد صية الن

 عليها. 

لدينا:  (5  2 2f ' x x x  .2 2x x  :فإن نه  حدود، وم هو ثلاثي 

f قابلة للاشتقاق على  ' 4 2; و   2 2 2 1f '' x x x   . 

❖   0f '' x  1 عندماx   ،  0f '' x  1 عندما يكونx   ،  0f '' x  1 عندما يكونx   . 

حظ أن  ❖ نلا f '' x  ند شارتها ع ير إ عدم وتغ تن 1 صلتها تي فا طة ال فإن النق نه  . وم 1  طة ثل نق تم

f(Cانعطاف لـ  ). 
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 :26حل التمرين 

معرفة على  fالدالة  2 2 4بـ:  ; 22 f ( x ) x x. 

كثير حدود، إذن فهي قابلة للاشتقاق على  fالدالة  (1 2 2  . ولدينا: ;

      3 24 4 4 1 4 1 1f ' x x x x x x x x       

الجدول الموالي يمثل جدول إشارة  f ' x: 

x   -2 -1 0 1 2 

4x   - - 0    + + + 

1x    - 0    + + + + 

1x    - - - 0       + + 

 f ' x   - 0    + 0     - 0        + + 

لدينا إذن:   0f ' x   عندما يكون   2 1 0 1x ; ; و ،  0f ' x   عندما يكون   1 0 1 2x ; ; . 

 يكون كالتالي: fومنه فإن جدول تغيرات الدالة  (2

x   -2 -1 0 1 2 

 f ' x   - 0    + 0     - 0            +  

 

 f x   

 

8  

 

-1 

0  

 

-1 

8 

f(Cالشكل الموالي يمثل  (3  ، وهو يؤكد النتاتج المتيهل عليها.fالتمثيل البياني للدالة  (
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